EXERCICES 19 juillet 2021 a 15:23

Ces Nombres c.cMPle.Xe.s

Le poivt de voe Algéloriiug

Construction des nombres complexes

EXERCICE 1

1) D est le point de coordonnées (\/5 ; 3). Quel est son affixe?
2) On donne les points A, B, C d’affixes respectives :

zA:\/§+i, ZB:—\/§—1’, zc = 2i

Calculer le module et un argument pour ces trois affixes. Que peut-on déduire
pour les points A, Bet C.

3) Placer les points A, B, C et D a la regle et au compas.
4) Quelle est la nature du quadrilatére AOCD. Pourquoi?
5) Quel est I’affixe du point E tel que ODEB soit un parallélogramme?

EXERCICE 2

Dans chacun des cas suivants, représenter I’ensemble des points M dont I’affixe z
vérifie 1’égalité proposée.

1) |z| =3 2) Re(z) = -2 3) Im(z) =1

Opérations dans C

EXERCICE 3

Donner la forme algébrique des complexes suivant :

1) z=3+4+2i—1+3i 6) z= (1+1i)?

2) z=6+41i— (24 4i) 7) z=(3+iv5)(3 —iV/5)
3) z=12-3i—4—-5+8i 8) z = (2 — 5i)?

4) z = (1+42i)(4+3i) 9) z = (1+i)(2—3i)(1+i)
5) z=(3—1)(2+7i) 10) z = (2 +1)%(1 — 2i)
EXERCICE 4

Donner la forme algébrique des complexes suivants :

1 4-6i 3-6i 4
) z=— 4) z = 7) z =
V2= ) 2= 377 ) 2= 357 T
1 5+ 15i : :
2) z = B) 7z = : (4 —6i 1+ 3i
Sy ) 2= T 8)2_(2—%)(3+%
1 142
dz2=1"3 0 2=1%;
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Résolution d’équation du 1°r degré dans C

EXERCICE 5
Résoudre les équations suivantes. Donner la solution sous forme algébrique.
1) (1+i)z=3—i 4)”1:21'
Z —
2) 2z4+1—-i=iz+2
3) 2z4+1—-1i)(iz+3) =0 5) (iz+1)(z+3i)(z—1+4i) =0
EXERCICE 6
Résoudre les systémes suivants dans C? :
3242z =2—5i 2iz+z =2i
1) , . 3) iy
z2—z = —2+1 3z —iz' =1
3z+z =542i
2) / . zZ— Z/ == i
—z+z =1-2i 4) < . ,
iz+z =1

Complexe conjugué

EXERCICE 7
Donner la forme algébrique du conjugué z des complexes suivants :

1) z=3—4i 7) 5 —
) 2=
3—i 2i+1  1-2i
3 — 4 =
V2T 2T T
EXERCICE 8
Résoudre dans C les équations d’inconnue z suivantes :
z—1
1)2z2=i-1 2) 2z+1—i)(iz+i-2)= —i
) 2Z =i ) 2z+1—14)(iz4+i—2)=0 3)Z+1 i

EXERCICE 9
Soit z = x 4 iy avec x et y réels; on note Z le nombre complexe : Z = z — 2z + 2.

1) Calculer en fonction de x et y la partie réelle et la partie imaginaire de Z.

2) Résoudre dans C l'équation : Z = 0 d’inconnue z.

EXERCICE 10

Soit z = x 4 iy avec x et y réels.
A tout complexe z, on associe Z =2z — 2 + 6i.

1) Calculer en fonction de x et de y, les parties réelle et imaginaire de Z.

2) Existe-t-il des complexes z tels que Z = z?
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EXERCICE 11

Dans le plan complexe, M est point d’affixe z = x + iy, x et y réels.
5z -2
z—1

A tout complexe z # 1, on associe : z/ =

1) Exprimer z’ + z/ en fonction de z et Z.

2) Démontrer que: z’ € iR < M point d'un cercle privé d’un point.

EXERCICE 12

) iz—1
Pour tout complexe z # i, on pose : 2z’ = -. Prouver que:
z—1

Z7eR & |z|=1

EXERCICE 13
iz
z—2

Pour tout complexe z # 2, on pose : 2/ =

Prouver que :

z' imaginaire pur <z réel

Vrai-Faux

EXERCICE 14

Pour chaque proposition, indiquer si elle est vraie ou fausse et proposer une dé-
monstration pour la réponse indiquée. Dans le cas d"une proposition fausse, la
démonstration consistera a fournir un contre-exemple.

1) Siz+z=0,alorsz = 0.
1
2) Siz+; =0,alorsz=iouz = —i.
3) Si|z| =1etsi|z+2| =1,alorsz’ =0.

4) L'équation 7234+ 2z?2 4+ 1 —i =0 admet une solution réelle.

EXERCICE 15

En arithmétique

L’ensemble Z[i] est ’ensemble des entiers de Gauss c’est a dire les nombres com-
plexes qui peuvent s’écrire sous la forme : a+ib avec a,b € Z.

Montrer que 1’ensemble Z[i] est stable pour I'addition et le produit, c’est a dire
que la somme et le produit de deux entiers de Gauss sont des entiers de Gauss.

Equations du second degré

EXERCICE 16

Résoudre dans C, chacune des équations suivantes.

1) 222 —6z+5=0 4) 22 =z+1
2) 22—-524+9=0 5) z24+3=0
3) 22-2z24+3=0 6) 22 —2(1++v2)z+2(vV/2+2) =0
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EXERCICE 17

p p . . Z
Résoudre dans C I'équation suivante : S 3= %
Z J—

EXERCICE 18

1) Résoudre I'équation (E): z> —2cosfz+1=0 avec 0 € R.

2) Dans le plan complexe (O, i, 7), A et B sont les points ayant pour affixe les
solutions de 'équation (E). Quelles sont les valeurs de 6 pour lesquelles le
triangle OAB est équilatéral ?

EXERCICE 19
2127 = 5

Résoudre dans C le systeme suivant :
zZ1+2p =2

EXERCICE 20

Trouver les complexes p et g tels que I'équation : z? + pz +¢g = 0 admette pour
solutions les nombres : 14 2i et 3 — 5i

EXERCICE 21

Résoudre dans C les équations bicarrées suivantes :

1) z* +3224+2=0 2) z* — 3222 - 144 =0

EXERCICE 22
Résoudre dans C, 'équation: z?>+2z+1=0

Equations de degré supérieur

EXERCICE 23
Soit I'équation : z3 +3z22+z+3 =0
1) Montrer que —3 est une solution de 1’équation.

2) Résoudre alors 1’équation dans C.

EXERCICE 24
Soit I'équation : z3 — 622+ 12z —7 =0
1) Trouver une racine évidente.

2) Résoudre alors 1’équation dans C.

EXERCICE 25
Soit 'équation: z3+z2+z+1=0
1) Trouver une racine évidente.

2) Résoudre alors 1’équation dans C.
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EXERCICE 26
Soit I'équation (E) : z> — 18z +35 =10

1) a) On pose la fonction f définie sur R par: f(x) = x> — 18x + 35.
Démontrer que 1'équation (E) posséde au moins une solution réel «.
b) On rappelle la formule de Cardan pour I'équation x> + px + g = 0.
Déterminer alors a

A
2) a) Factoriser : z3 — 18z + 35.

b) En déduire alors toutes les solutions de 1'équation (E) dans C.

EXERCICE 27

Montrer que tout polyndme a coefficients réels admet un nombre pair de racines
complexes non réelles et que ces racines sont conjuguées deux a deux.

EXERCICE 28
On pose pour tout complexe z:  f(z) = z3 — 2(v/3 +1)z2 + 4(1 +i/3)z — 8i
1) Vérifier que: f(z) = (z —2i)(z% — 2v/3z + 4)
2) Résoudre dans C l'équation: f(z) =0

EXERCICE 29

1) a) Montrer quez® —1 = (z —1)(z> +z + 1)
b) En déduire les solutions dans C de: z3 —1 = 0.

1
2) On désigne par j le complexe : 5 + i?
a) Calculer 2, j3, 0%

b) Calculer S =1+j+ 2+ + 2%

EXERCICE 30
On considere le polyndme : P(z) = z* — 1922 + 52z — 40

1) Déterminer les réels a et b tels que : P(z) = (2% + az + b) (2> + 4z + 2a)
2) Résoudre alors dans C, I'équation: P(z) =0

EXERCICE 31
Pour tout complexe z, on considére : f(z) = z* — 10z + 3822 — 90z + 261
1) b est réel. Exprimer en fonction de b les parties réelle et imaginaires de f(ib).
2) En déduire que l'équation f(z) = 0 admet deux nombres imaginaires purs
comme solution.
3) Démontrer qu’il existe deux nombres réels « et B que 'on déterminera, tels
que, pour tout nombre complexe z,
f2) = (Z+9)(= +az+p)

4) Résoudre alors dans C, I'équation f(z) =0
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Binome de Newton

EXERCICE 32
1) Remplir le triangle de Pascal jusqu’a l'ordre 7.

2) Proposer un programme Pythona:‘ dont la fonction pascal(n) donne le triangle
de Pascal jusqu’a I'ordre n.

EXERCICE 33

1) Développer (1 —i)*
2) Soita € R. Pour quelles valeurs de a la quantité (a — i) est:

a) Un nombre réel ? b) Un imaginaire pur

EXERCICE 34

Somme des parties d’un ensemble de n éléments

. . ~ /n
En utilisant le bindme de Newton, montrer que : Z <k> =2"
k=0

EXERCICE 35

1) Déterminer les racines 4-iéme de 1'unité.
2) Développer a l'aide de la formule du bindme : (1 — 2i)%.

3) En déduire toutes les solutions dans C de I'équation : z* = —7 + 24i
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